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1. Introduccién

Uno de los problemas de la fisica estadistica que surgio a finales del siglo XIX e inicios del siglo XX fue el co-
mo modelar la aleatoriedad propia del movimiento de las particulas en medios compuestos de particulas ain
mas pequenas a temperaturas superiores al cero absoluto. Este problema empezé desde el analisis cualitativo
del movimiento browniano por parte de Robert Brown en 1827, paso por la formulacion tedrica completa de
este movimiento gracias a Einstein en 1905, llegando incluso al desarrollo de la ecuacién de Langevin por
parte de Paul Langevin, la cual describe el cambio de variables macroscopicas (como la posicion) en funcion
de variables microscopicas de caracter estocéstico (es decir, aleatorio) a partir de una ecuacion diferencial

estocastica [1, 2].

A partir del estudio de este problema surge la termodindmica estocastica, la cudl es el marco teorico que
une la termodindmica junto a la dindmica estocastica [2]. Ahora, la termodinamica es la rama de la fisica
que permite describir como son los procesos de intercambio de calor @) y trabajo W en sistemas fisicos. Asi-
mismo, la dindmica estocéstica es el marco tebérico que permite describir el funcionamiento de las variables
estocéasticas €. Estas se caracterizan por ser una coleccidon continua de variables aleatorias a las que se les
asocia un indice dado por el tiempo, donde una iteracion de la variable estocastica £ se conoce como proceso

estocastico £(t) y es una funcion del tiempo [2].

Para la termodinamica estocéstica, el factor que va a llevar a que las particulas del sistema presenten un
comportamiento estocéstico va a ser las fluctuaciones térmicas del sistema. Sin embargo, este fenémeno solo
es apreciable en sistemas donde las escalas trabajadas sean mesoscopicas, es decir, aproximadamente del
orden de micrémetros (107¢ m) [2]. De este marco se encuentra que las nociones de trabajo termodindmico
Wy calor @ van a ser influidas por las fluctuaciones térmicas. En consecuencia, los principios de la ter-
modindamica no se cumpliran para una sola iteracién de la variable estocéstica, solo se cumpliran para los

promedios de las variables termodinamicas sobre multiples iteraciones [2].
Por otra parte, se puede extrapolar el concepto de maquina térmica a niveles mesoscépicos, donde los calores
Q@ vy Q. que se intercambian en los reservorios de temperatura y el trabajo realizado W van a presentar

variaciones en cada iteracion dadas por las fluctuaciones térmicas [2].

El objetivo de este proyecto es familiarizarse con la termodinamica estocéstica, con el fin de simular compu-



tacionalmente algunas propuestas teéricas recientes de méquinas térmicas mesoscopicas basadas en el ciclo

de Carnot, con vistas en su implementacion experimental a partir del uso de trampas opticas [3, 4].

2. Estado del Arte

Como se mencion6 con anterioridad, el primer objetivo es adquirir los conocimientos necesarios del marco
teorico de la termodindmica estocastica para desarrollar las simulaciones. A continuacién se presentan las

tematicas que fueron revisadas y analizadas.

2.1. Estocasticidad

Para elaborar el concepto de estocasticidad, se debe empezar por la nociéon de variable aleatoria [2]. Una
variable aleatoria n permite abstraer la realizacién de eventos los cuales tienen asociado un espacio de
probabilidades [2]. Dependiendo del dominio en el que se define la variable aleatoria en cuestion, esta puede
ser discreta o continua. Para variables aleatorias discretas n, P[ii = i] indica la probabilidad de que la
variable aleatoria 7 tome el valor i [2]. A partir de lo anterior, se pueden definir funciones f(7) y sus valores

esperados los cuales se denotan (f (7)) y vienen dados por

(f(@) = f@)Pla=1. (1)

i
Por otro lado, para variables aleatorias continuas ¢, se define la probabilidad de que g se encuentre en un

intervalo diferencial dy como

dy dy

P[QE[y—Q,yﬂLQHZP(y)d% (2)

donde p(y) es la densidad de probabilidad asociada a y [2]. De la misma manera, se pueden crear funciones

f (@) y sus valores esperados (f()) dados por

() = / F(w)p(y) dy. 3)

A continuacion, es conveniente establecer la funcion caracteristica de una variable aleatoria continua [2]. Con

este fin, se considera la funcion f(9) = €'*? donde ¢ € R y se define la funcién caracteristica ®,(¢) como

D, (¢) = (') = / h ep(y)dy. (4)



La funcion caracteristica se puede entender como la transformada de Fourier asociada a la densidad de proba-
bilidad. La utilidad de esta funcién es que permite analizar el comportamiento de la densidad de probabilidad
desde otra perspectiva completamente vélida, la cual puede interpretarse como el espacio conjugado asociado
a la variable ¢. Por ejemplo, para encontrar el valor esperado de una funcién polinémica ¢(g) a partir de su

funcion caracteristica ®,(¢), se tiene la siguiente expresion

i =05 35 )20 )

donde g(%%) es un operador que acttia sobre la funcién caracteristica ®,(¢) [2].

Una vez se establece el concepto de variable aleatoria, es de utilidad analizar las variables aleatorias Gaus-
sianas para el desarrollo posterior del presente proyecto. Este tipo de variables aleatorias se caracterizan por

tener una densidad de probabilidad

1 e—(y—u)z/?az’ (6)

V2mo?

P (y) =

donde i = () es el promedio y 02 = <y2>f u? es la varianza [2]. Asimismo, al calcular su funcién caracteristica
<I>7(JG) (¢), esta viene dada por

. 2,2
O (9) = e ¥ (7)

Ahora, para dar el siguiente paso a los procesos estocasticos, se deben analizar las variables aleatorias mul-
ticomponente. Por un lado, una variable aleatoria discreta multicomponente es una coleccién de variables
aleatorias discretas ft = {fi1,...,M4} con una probabilidad asociada dada por P[n = {a,}|, donde {a;} es la
coleccion de valores que toman los diferentes 7; [2]. De igual modo, una variable aleatoria continua multi-
componente y = (y1,...,¥yq) €s un vector cuyas componentes y; son variables aleatorias continuas y a este

vector y se le asocia una densidad de probabilidad p(y) [2].

Asimismo, se pueden considerar funciones para variables aleatorias multicomponente discretas f (1) o conti-



nuas f(y), donde sus valores esperados vendrian dados por

Por ultimo, la funcién caracteristica ®,(¢) se generaliza para variables aleatorias multicomponente continuas

de la siguiente forma

Dy (p) = (") = /_OO /_DO ePYp(y)dyy -+ dyq . (10)

Cabe aclarar que en esta generalizacién, ¢ pasa de ser una variable real a un vector ¢ € R y ¢ - y denota

el producto punto entre ¢ y y [2].

Nuevamente conviene analizar las variables aleatorias Gaussianas multicomponente, las cuales generalizan a
las variables aleatorias Gaussianas. Este tipo de variables aleatorias multicomponente y = (y1,...,yq) tienen

una densidad de probabilidad p(@)(y) definida por

1
P (y) = e sV My —p) (11)

(2m)¥2 . /det(M)

donde p = () es el promedio y M es una matriz a determinar [2]. Es en este punto que se puede apreciar
la importancia de la funcién caracteristica, ya que esta permite encontrar una expresion para M. Con lo

anterior en mente, al calcular la funcién caracteristica <I>Z(,G)(q5) se obtiene que

#((9) = o oxp{ - 367010, (12)

donde se denota ¢ como el vector transpuesto a ¢. De lo anterior se puede apreciar que M1 es la matriz

de covarianza dada por M1 = <(y —p)(y — M)T> 2].

A partir del desarrollo realizado en la presente seccion, ya se puede proceder a definir el concepto de proceso
estocéastico y el tratamiento matemaético que este involucra. Un proceso estocastico é es una variable aleatoria
multicomponente que se caracteriza por tener infinitas componentes etiquetadas por un indice dado por el
tiempo ¢, donde cada realizacion del proceso estocéstico £(t) es una funcion del tiempo [2]. Tomando esto

en consideracion, se suele sugerir que dicha iteracion se caracteriza por el camino que ha tomado la variable



estocéstica € [2].

Siguiendo con la estructura de la presente secciéon, se pueden considerar funcionales cuyo argumento sea
un proceso estocastico f[€], los cuales van a tomar diferentes valores para los diferentes caminos que toma
el proceso estocastico é Sin embargo, cuando se busca calcular el valor esperado de un funcional (f[¢]),
se deberia efectuar un producto infinito de multiples integrales llamado la integral funcional de f[y]p[y]
[2]. Para ello, se debe considerar el valor de f[y] de cada camino que toma el proceso estocastico £(t), el
cuél tiene asociado una densidad de probabilidad ply] de ocurrir [2]. Es importante resaltar que, debido
al comportamiento anterior, una gran parte de procesos estocasticos son objetos singulares de los cuéles
no puede obtenerse una expresién [2]. No obstante, el funcional caracteristico ®¢[¢] permite determinar

propiedades fundamentales de los procesos estocésticos. Este funcional se define como

Belg] = <exp{z' | etwst dt}> , (13)

donde ¢(t) se debe entender en este contexto como una funcion real suave [2]. Cabe resaltar que el valor
esperado de la ecuacion (13) también se deberia calcular sobre todos los caminos posibles que toma el proceso

estocéstico € [2].

Por ultimo, un proceso estocastico de vital importancia es el Gaussiano, el cuél es la clara generalizacion de la
variable aleatoria multicomponente Gaussiana en términos estocasticos. Para ello, como se habia mencionado,
se debe definir cual es su funcional caracteristico ®¢[¢]. Extrapolando los resultados encontrados para la
variable aleatoria multicomponente Gaussiana y asumiendo que (£) = 0, el funcional caracteristico de un

proceso estocastico Gaussiano se define como

vefol —esp{—3 [ [ stk ol an an (19

donde la matriz M ~! de covarianza pasa a ser el Kernel K (t1,t5) del proceso estocéstico [2]. Si se realiza la
doble derivada funcional de las ecuaciones (13) y (14) y se evalia ¢(t) = 0, se sigue que el Kernel viene dado
por la expresion

K(t,t) = (§0ér)), (15)

resultando en que el Kernel es una funcion de correlacion entre dos procesos estocasticos £(t) y £(t') [2].



2.2. Ecuacién de Langevin

Una vez elaborado el concepto de proceso estocéastico, se va a desarrollar la nocién de fuerza aleatoria térmica

&, con vistas en obtener la ecuacion de Langevin.

Consideremos una particula browniana en un medio mesoscopico a temperaturas superiores a 0 K restringida
a un espacio unidimensional. Esta particula va sufrir colisiones aleatorias con las particulas que componen
al medio. Si consideramos un tiempo At pequeno tal que solo ocurra una colision, es decir, un tiempo mucho
menor al tiempo microscopico caracteristico del medio 7,,, la fuerza que va a experimentar la particula

browniana serd como un pico, como se puede apreciar en la Figura 1

force
[

| I timg
| -

! t+ At
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Figura 1: Esquema representativo el cuél permite entender la fuerza que va a experimentar una particula
browniana en un medio mesoscopico para un intervalo At < 7,,,. Tomada de [2].

Ahora, si consideramos un tiempo At > 7,,, la fuerza que va a experimentar la particula browniana estara

dada por miltiples picos como se puede apreciar en la Figura 2.



force

time

(At: large)

Figura 2: Esquema representativo el cudl permite entender la fuerza que va a experimentar una particula
browniana en un medio mesoscopico para un intervalo At > 7,,,. Tomada de [2].

El momento total transferido Ap = || At étot dt durante el intervalo At va a presentar aproximadamente un
comportamiento dado por una distribucion Gaussiana, donde se denota como étot la fuerza aleatoria térmica

total que experimenta la particula en el intervalo At [2].

Ahora supongamos que la particula browniana se mueve en un sentido con velocidad v respecto al medio,
el cual se define en reposo. Es logico pensar que la mayoria de colisiones que experimentara la particula
browniana vendran de la direcciéon en la que se mueve dicho cuerpo [2]. Si se asume para velocidades no tan
altas que el momento transferido va a depender linealmente de la velocidad v, se sigue que el valor medio de

momento transferido en un tiempo At seré igual a

< N 1ot (1) dt> = —yvAt, (16)

donde (> 0) es una constante que modela el arrastre o la friccion que genera la viscosidad medio y el
signo menos se debe a que la fuerza asociada se opone al movimiento [2]. A partir de la descripcion anterior,
podemos entender que la fuerza térmica aleatoria & sigue siendo efectuada sobre la particula browniana y

correspondera con un proceso estocéastico Gaussiano con valor esperado (§) =0 [2].

Con base en esto, para determinar completamente la fuerza aleatoria térmica como proceso estocastico



Gaussiano, se debe indicar el valor del Kernel K (¢,t') asociado. De aqui se sigue que, como dos iteraciones

del proceso estocéstico deberfan ser totalmente independientes, se propone lo siguiente

K(t,1) = (E0EW)) = 2o(t — V), (17)

donde b sera una constante por determinar y el factor de dos se incluye para simplificar la expresion de la

funcion caracteristica del modelo a consideracion [2].

Cabe aclarar que cuando se considera t # ¢’ en en delta de Dirac del Kernel, se sigue que [t — t'| > 7,

mientras que cuando se considera el caso t = t/, se sigue que |t — /| < At, donde At > 7, [2].

Al reemplazar la ecuacion (17) en las ecuaciones (13) y (14), se sigue que la fuerza térmica aleatoria esta

caracterizada por el proceso estocéstico asociado a la siguiente funciéon caracteristica

<ei IS ¢(t)£(t)dt> — e bSZ ¢>2(t)dt' (18)

Ahora, tomando en cuenta el desarrollo anterior, se puede plantear la ecuacion de Langevin, la cuél corres-
ponde a analizar desde el punto de vista Newtoniano la dindAmica de la particula Browniana, tomando en
consideracion la fuerza térmica aleatoria £ [2]. A partir de esto, si asumimos que la particula browniana va
a estar sujeta a una fuerza de arrastre dada por F' = —vv y una fuerza dada por un potencial U(¢, ), la

ecuacion de Langevin toma la forma

dp _ _» OU dz _ p
a_ 'm ox +£(8), dt ~ m’ (19)

La anterior ecuacién de Langevin permite obtener conocimiento del valor de la constante b que se asumio
para el valor del Kernel del proceso estocastico. Para ello, se seguira la deduccién dada por la relacion de
Einstein [2]. Consideremos una particula browniana en un medio térmico, la cual no esta siendo sometida a

un potencial U. De esto, se sigue que la ecuaciéon de Langevin toma la forma
dp _ p

Lol e, (20)



de la cuél, podemos obtener una solucién para p dada por

t
p(t) = / Mg (1) df (21)

Ahora, si realizamos la sustitucién v = ¢t — t/, podemos reescribir la anterior solucién como

p(t) = /0 e /Mgt —y)du. (22)

Esta solucién es de utilidad para calcular el valor medio de la energia cinética de la particula en un tiempo

que tiende a infinito, donde se tiene que

— 1 [t p2(t
Py 7/ P(t) gy (23)
0

2m  t—oo t 2m

Al tener en cuenta la ecuacion (22), esta expresion se puede reescribir como

_*(U1+uz) 1 t
=i [ [ s e ] e (24)
t—o0 t 0

Si se tiene en cuenta la expresion del Kernel en la ecuaciéon (17), se puede apreciar que

lim — / (' —up)E(t —uz) dt’ = (€t — ur)E(t — uz)) = 2b6(ur — ug). (25)

t—oo t

Si reemplazamos lo anterior en la ecuacién para el valor medio de la energia cinética en un tiempo que tiende

a infinito, se llega a lo siguiente

b
pr_b 26
e (26)

[\~

Ahora, como la energia cinética promedio en un tiempo que tiende a infinito debe converger al promedio
probabilistico del sistema, se puede calcular esta a partir de la funcion de particion canoénica a temperatura
T, lo que equivale a decir que se cumple el teorema de la equiparticion de la energia [2]. Por ende, como se

esta trabajando con una particula browniana unidimensional, se sigue que

2 kT
zp—m:% — b=kgT, (27)

donde kpg es la constante de Boltzmann. A partir de este resultado, el Kernel del funcional caracteristico de



la fuerza aleatoria térmica queda totalmente determinado por
K(t,t) = <§(t)§(t/)> = 2kpTo(t — t'). (28)

2.3. MaAquina térmica irreversible con base en el ciclo de Carnot

Una vez analizado el tratamiento matematico para describir una particula browniana, se pasaré a modelar
una maquina térmica irreversible con base en el ciclo de Carnot. Con este fin, se considerara la termodinamica
de una particula browniana confinada en un potencial cuadratico mediante pinzas opticas. Este sistema logra
reproducir con suficiente precision un oscilador armoénico unidimensional de rigidez k& en un bano térmico
a una temperatura T [4]. Es de resaltar que en el estudio aqui presentado, se considerara que el oscilador
armonico se encuentra en el régimen sobre-amortiguado, el cual establece la condiciéon de que el momento
no cambia respecto al tiempo, es decir, dp/dt = 0 [4]. De acuerdo con esto, la ecuacion (19) de Langevin se

puede reescribir como

dz
— = —kax +¢&, 29
T 3 (29)
la cual conviene expresar en los siguientes términos

2
7% = —2ka? + 2. (30)

Si se encuentra el valor medio de la anterior ecuacién, se obtiene lo siguiente

’y% (2*) = =2k (2?) + 2 (¢z) . (31)

Para poder hallar el valor esperado de (£x), se propone la siguiente solucion particular para x a partir de la
ecuacion (29)

x(t) = /0 e e ar . (32)

A partir de esta solucion, se encuentra que el valor esperado de (£x) viene dado por

(Ete(t)) = / e EEO (et ar' (33)

Si recordamos la ecuacion (28), la cual define el valor del Kernel para la fuerza aleatoria térmica, se llega

10



finalmente a que
(éx) = kpT. (34)

Por ende, la ecuacion (19) se puede expresar como

d

T <x2> = —2k <x2> + 2kpT. (35)

De esta descripcion se puede apreciar que, para el rendimiento esperado de la méquina térmica en cualquier
tiempo t, el sistema va a estar determinado completamente por el punto termodinamico (k, <3c2> ,T) [4]
Asimismo, cuando la maquina térmica esta en equilibrio, se cumple que d <x2> / dt = 0 [4]. Por consiguiente,

de la ecuacion (35) se obtiene una superficie termodinamica asociada al equilibrio dada por

(2%) g = - (36)

Una vez establecida la descripcion de la méquina térmica, se pasard a mencionar como se obtiene la energia
promedio (E) del sistema, asi como el trabajo promedio (W) y el calor promedio (@) que se transfieren en
un determinado proceso. Para determinar la energia promedio (F), se tiene que la energia E de un oscilador
armonico es igual a

1 1

E = ika + §m112. (37)

Sin embargo, se esta analizando el sistema en el régimen sobre-amortiguado, donde el teorema de la equi-

particion de la energfa es valido [4]. Por ende, la energia promedio (E) vendria dada por
1, 5 1
(E) = 3k (=) + sksT. (38)

Ahora, al considerar la primera ley de la termodinamica como dF = §Q + éW, el trabajo promedio (W) y el
calor medio (@) transferidos desde un estado (k4, <ac124> ,T4) hasta un estado (kp, <sz> ,Tp) vienen dados

por

A
1 [P 1 [P 1
<QAB>:§/A kd<x2>+deT=§/A kd (o) + Skp(Ts — Ta). (40)

11



De las anteriores ecuaciones, se puede apreciar que en el plano (k, <x2>), el area bajo la curva corresponde al
trabajo realizado W4 p para cualquier proceso de A a B [4]. Asimismo, de la primera ley de la termodinamica
se debe cumplir que el trabajo W realizado por la méquina térmica a lo largo de un ciclo debe ser negativo

W <.

Al considerar el desarrollo analizado en esta seccion, se puede apreciar que es conveniente definir toda la
termodindmica del sistema en términos de variables no dimensionales, esto con vistas en que las ecuaciones
dependan de condiciones iniciales méas generales, las cuales ignoraran las unidades fisicas propias de cada
una de las variables que caracterizan a la maquina térmica [4]. Para llevar a cabo esto, se introducen las

siguientes variables adimensionales

k T (x?) ko, o kot
K= —, 0=—, = = T §=—. 41
ko To Y <$2>Cq’0 ksTo < > v ( )
De acuerdo con lo anterior, la ecuaciéon de Langevin en la expresion (35) toma la forma
dy
- =-2 20. 42
1 Ky + (42)

Consecuentemente, el estado del sistema esta dado por el punto termodinamico (k,y, ). La ecuacion (36)
de equilibrio toma la forma

RYeq = 0. (43)

Ademas, la energia media normalizada (&), el trabajo medio normalizado (W) y el calor medio normalizado
(Q) se obtienen al normalizar por la energfa media inicial en el equilibrio (E),, , = kpTo [4]. A partir de

esto, se obtiene que

1 1
£ = 540} + 20, (49
B
Wap =3 [ () d, (15)
B
Qun =3 [ wdls)+ 50502 (16)

Por ultimo, la primera ley de la termodinamica tomaria la forma d€ = §Q + 6 y en el plano (k,y), el area

bajo la curva correspondera al trabajo normalizado realizado W4 p para cualquier proceso de A a B [4].

12



Una vez establecidas las ecuaciones normalizadas que modelan la termodinamica esperada del sistema, se
establece un ciclo irreversible construido a partir del ciclo de Carnot, el cuél va a operar entre dos reservorios
de temperatura 6y, y 6. [4]. Se consideraran dos procesos isotérmicos y dos procesos localmente adiabaticos

para conectar los procesos isotérmicos (dada la irreversibilidad del ciclo) [4].

De la primera ley de la termodinamica se tiene que, en cada ciclo, se extrae calor Qp > 0 y se realiza trabajo
W < 0 [4]. Por dltimo, en el plano (k,y), el ciclo corresponde a una curva cerrada que debe ser recorrida en
sentido contrario a las manecillas del reloj [4]. A continuacion, se presenta como se modelan las isotermas y

las adiabatas.

2.3.1. Proceso Isotérmico 6ptimo

Para las isotermas, se busca maximizar el trabajo producido por el sistema. Con este objetivo en mente, se

desarrolla un protocolo [4] el cual establece que la varianza 6ptima g(s) debe evolucionar como

2

i(s) = \/y7+<\/y*3—¢y7>§ , (47)

donde sy es el tiempo normalizado final del proceso [4]. Cabe resaltar que la varianza éptima g(s) es continua
f
y esta definida para s € [0, s¢] [4]. Asimismo, al despejar & de la ecuacion (42), se encuentra que la rigidez

optima £(s) viene dada por
1 dg

el 48
27 ds’ (48)

sy
n(s)—g

que, al calcular la derivada del segundo término, se encuentra que K(s) debe variar de la siguiente manera

Es de recalcar que la evolucién de la rigidez & presenta discontinuidades al inicio y final del ciclo [4]. Esto
se debe a que £(0) = k4 y K(sy) = kp dada la condicion de equilibrio en la ecuacion (43). Sin embargo, al
evaluar la ecuacion (49) en s = 0y s = sy se encuentra que £(0) # k4 y K(sy) # kp debido al segundo

término. Por lo tanto, la expresion (49) solo es valida para s € (0,s¢) [4].

Es preciso senalar que estas discontinuidades de la rigidez & al inicio y final del proceso involucraran un

trabajo asociado a dicho cambio abrupto [4].

13



Ahora, como el proceso es isotérmico, el cambio de energia AE = 0, ya que £4 = Eg = 6. No obstante, la
energia si cambia a medida que se realiza el ciclo porque £ # 6. Esto se debe a que, para 0 < s < sy, el
proceso ocurre en el régimen donde no hay equilibrio, debido a que las evoluciones de la varianza 6ptima gy

y de la rigidez éptima % no cumplen la ecuacion (43) [4].

Finalmente, el trabajo éptimo W y el calor éptimo Q vendran dados por

O
Il
\
=
g

-0 0 ( 1 1)\°
2 KA s \vVkB VKA
2.3.2. Proceso Adiabatico 6ptimo

Para un proceso adiabatico, se tiene que €4 = 04 y € = 0. Por ende, el cambio de la energia viene dado
por AE = 0 — 0. Ademas, como no hay intercambio de calor @ = 0, se encuentra que el trabajo va ser
igual a W = & [4]. Estos resultados son validos tanto para el caso cuasi-estatico como para el caso en el que
no hay equilibrio [4]. A pesar de ello, cuando no hay equilibrio, no se cumple la equivalencia entre proceso

adiabatico y proceso isentropico [4]. Es de ahi que el ciclo en consideracion sea irreversible.

Como se habia mencionado, el trabajo es fijo para un proceso adiabatico, por consiguiente, dicho trabajo no
puede ser optimizado. Sin embargo, como se esta tratando con un ciclo irreversible, dos estados arbitrarios no
se pueden conectar mediante una adiabata [4]. Esto resulta de la siguiente desigualdad valida para procesos
cuasi-estaticos y fuera del equilibrio

(51)

donde la igualdad solo se cumple para procesos cuasi-estaticos [4]. Con base en lo anterior, se tiene para

cualquiera dos estados A y B que
0 05>
O L ya <B> S BB (52)

Ahora, si se asume que efectivamente se tiene un proceso adiabatico que conecta dos estados A y B, existiria
un proceso 6ptimo, en el sentido que existe un minimo tiempo §; para el cual se lleva a acabo el proceso [4].
Este tiempo 3¢ viene dado por

(yB —ya)?

§p= 2 I8 53
° 2(ypbp —yaba) (53)

El tiempo §; minimo es logrado para un protocolo [4] en el cual la varianza y temperatura varian de la
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siguiente forma

j= m+<ﬁ—¢y7>§, (54)

yala + (yplp — yA‘)A)i
ya+ (ys —ya)ss

0

Il
—

ot

ot
~

Al igual que en el proceso isotérmico, estas variaciones de § y 6 son funciones suaves que estan definidas

para s € [0, sf] [4]. Asimismo, de la ecuacion (46) se puede obtener la rigidez &, ya que

dd  dsdf

Q=rdy+dd =0 = kK(s) = ——=——. 56
Al calcular lo anterior, se encuentra que la rigidez & viene dada por
6 6
R=—-— — . 57
f= s 5z (um — ) (57

Nuevamente la variacion de & no esta definida al inicio y al final del ciclo [4]. Esto se debe a que al inicio y al
final se opera en el equilibrio, de modo que, £(0) = k4 y &(sf) = kp. Consecuentemente, la expresion (57)
solo es valida para s € (0,ss) [4]. No obstante, esto no afecta el comportamiento adiabatico del sistema, ya
que estos cambios discontinuos se realizan casi instantaneamente y, por consiguiente, no hay flujo de calor

[4]. Solo se presenta una contribucién al trabajo producto de estos cambios discontinuos de la rigidez & [4].

2.3.3. Condiciones del Ciclo en consideracién

Una vez definidas las isotermas y adiabatas, se tiene que el ciclo de Carnot irreversible a simular esta dado

por la Figura 3

15



3ok C Isothermal |

—— Adiabatic

25F

1.01

0.5 1 1 1 1 1
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2

Figura 3: Ciclo desarrollado con base en el ciclo de Carnot. Note que las lineas punteadas indican el cambio
abrupto asociado a la rigidez &. Tomada de [4].

Para establecer los puntos A, B,C' y D, se deben definir algunos pardmetros que determinen el ciclo en su

totalidad [4]. En primera instancia, se establecen los parametros v y x que seran iguales a

0
=2 x=22 =28, (58)

v=_,
04 Y KA

donde v indica la razén entre las temperaturas 6 y x indica la razén ya sea entre la varianza y o la rigidez
k . La constante v se introduce para relacionar las temperaturas de los dos reservorios sobre los cuales va a
operar la maquina térmica, mientras que x es la condicion que se obtiene de la ecuacion (43) del equilibrio

al considerar los procesos isotérmicos [4].

Por otro lado, retomando lo descrito en la seccion 2.3.3, para conectar los puntos de las isotermas con
adiabatas se debe considerar la ecuacion (52) [4]. A raiz de esto, se definen otras dos constantes ¢ y d,

asociadas a los puntos C' y D, que permiten conectar las isotermas definidas por el parametro x

c=—C <, di="2>1. (59)
v2x v

En la Figura 3 se puede apreciar que el estado inicial A toma los valores de Kk =1y y = 1. Con base en esto,

en la Tabla 1 se resume las coordenadas (k,y, 0) para cada uno de los puntos del ciclo en consideracion [4].
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K Y 0
A 1 1 1
B % X! 1
C x| v Iy T v
D dv? d- Tyt v

Tabla 1: Estados termodinamicos (k,y, ) para los puntos A, B,C' y D que conforman el ciclo irreversible
con base en el ciclo de Carnot. Tomado de [4].

3. Simulacién y Resultados

La presente méaquina térmica mesoscopica se simulé mediante un cédigo desarrollado a partir del lenguaje
de programacién de Python . Para calcular la evolucién de la posicién z de la particula browniana a medida

que se realiza un proceso determinado, se considero la ecuacion (29) mediante diferencias finitas

Az

donde Ax = x;41 —x; y At va a ser el intervalo de tiempo que determina la evolucion de z. A partir de esto,

se tiene que la posicién en un instante de tiempo ;41 viene dado por

At
Ti41 = 7(52 — ]{111‘1) + x;. (61)

Cabe aclarar que §; ahora debe entenderse como la fuerza aleatoria térmica que ocurre en el instante x;.
Para programar el comportamiento &;, se utiliz6 el método np.random.normal (loc, scale) de numpy, el
cuél permite generar un ntimero que proviene de una densidad de probabilidad normal, donde loc indica el
promedio p y scale la desviacion estandar o. A partir de esto, con vistas en reproducir la fuerza térmica
aleatoria, se escogi6é un valor promedio de 1 = 0 y una desviacién estindar de o = 1/27vkgT, acorde con la

definicion de varianza tratada en la seccion 2.1 y la definicion del Kernel dado en la ecuacion (28).

Por otra parte, se consider6 los siguientes valores para los pardmetros que caracterizan al ciclo: v = 0,6,

x=0,6,¢c=0,96y d=1,03.

Para finalizar, con el fin de generar la equivalencia entre las variables usuales y las normalizadas, se tomo la

siguiente convencion kg =1, To =1, kg = 1 y v = 1. A partir de esto, las definiciones dadas en la ecuacion

1El respectivo cédigo se encuentra disponible en el siguiente repositorio de GitHub: https://github.com/DanielVC20/
Proy-Maquinas-Termicas-Mesoscopicas
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(41) toman la forma

Kk =k, 0="T, y =2, s=t. (62)

Esto se realiza con vistas en facilitar la conexién entre la manera en la que se calcula en cada iteracion la
fuerza aleatoria £ que experimenta la particula para evolucionar la posiciéon x, con las expresiones propias
del protocolo que indican como varia k,6 y y. Cabe aclarar que, al analizar o graficar los resultados de las
variables anteriores, se debe tener en cuenta el orden de magnitud correspondiente, tal que el valor de las
variables calculadas sobre las miltiples iteraciones se correspondan con el orden de magnitud de las variables

o6ptimas calculadas.

A continuacién, se muestra lo encontrado a partir del codigo que se desarrollo.

En primera instancia, se grafic6 para cada uno de los procesos que compone al ciclo lo siguiente en el plano

(k. y) :
» La varianza 6ptima §(s) en funcion de la rigidez éptima &(s).

» El valor medio de y(s) obtenido al evolucionar la posicion z (dada por la ecuacion (61) tomando
como At = 1 x1073) para 1 = 10000 puntos en funciéon de la rigidez 6ptima &(s) para un total de

cant = 1000 iteraciones.

Con base en esto, se obtuvo la Figura 4 para la compresion isotérmica, la Figura 5 para la compresion

adiabatica, la Figura 6 para la expansion isotérmica y la Figura 7 para la expansion adiabatica.
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Compresidn isotérmica
1.7

1.6 A

1.5 A

1.4 A

1.3 4

1.2 4

1.1

1.0 A

® Simulado
—— Optimo

0.6 0.7

Figura 4: Proceso de compresion isotérmica en el plano termodinamico (k,y) donde: en azul se grafico la
varianza Optima ¢(s) vs la rigidez 6ptima %(s); en rojo se denota el valor medio (y) simulado vs la rigidez
optima £(s). Cabe aclarar que los puntos siguen un paso de 200 a comparacion de la cantidad total de puntos

[ =10000.

Compresién adiabética

2.8

2.6

2.4 A

2.2

2.0 A

1.8 1

1.6 1

® Simulado

—— Optimo

0.2 0.3

Figura 5: Proceso de compresion adiabatica en el plano termodinamico (k,y) donde: en azul se grafico la
varianza optima g(s) vs la rigidez 6ptima &(s); en rojo se denota el valor medio (y) simulado vs la rigidez
optima £(s). Cabe aclarar que los puntos siguen un paso de 200 a comparacion de la cantidad total de puntos

[ = 10000.
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Expansion isotérmica

® Simulado
2.8 1 —— Optimo

2.6

2.4

2.2 1

2.0 A

1.8 1

1.6 1

0.200 0.225 0.250 0.275 0.300 0.325 0.350 0.375 0.400
K

Figura 6: Proceso de expansion isotérmica en el plano termodinidmico (k,y) donde: en azul se grafico la
varianza Optima ¢(s) vs la rigidez 6ptima %(s); en rojo se denota el valor medio (y) simulado vs la rigidez
optima £(s). Cabe aclarar que los puntos siguen un paso de 200 a comparacion de la cantidad total de puntos
[ = 10000.

Expansion adiabatica

1.6 - ® S,lmulado
°® —— Optimo

1.5 1
1.4 1
1.3 1
1.2 1

1.11

1.01

0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0

Figura 7: Proceso de expansion adiabatica en el plano termodinamico (x,y) donde: en azul se grafico la
varianza optima g(s) vs la rigidez 6ptima &(s); en rojo se denota el valor medio (y) simulado vs la rigidez
optima £(s). Cabe aclarar que los puntos siguen un paso de 200 a comparacion de la cantidad total de puntos
[ =10000.
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Se puede apreciar que, para los valores establecidos de los pardametros At, cant y 1, los valores medios (y)
simulados que se presentes desde la Figura 4 hasta la Figura 7 se aproximan en buen medida al valor teérico
dado por la varianza 6ptima (s). Sin embargo, es evidente que los valores medios (y) presentan fluctuacio-
nes considerables. Esto se debe posiblemente al bajo valor empleado para el pardmetro cant. También cabe

resaltar que la Figura 6 no presenta el comportamiento esperado al inicio de la expansién isotérmica.

Por otro lado, desde la Figura 8 hasta la Figura 11 se grafico el trabajo estocastico Wesy para cada uno de

los procesos considerados. Para calcular dicho trabajo estocéstico, se consider6 la siguiente ecuacion

-1 1

-1
1
West = E Uir1 (ki1 Tig1) — Us (ks x;) = E SHi+1Yit1 — 5hili (63)
i=0 i=0

Por ende, para cada una de las cant=1000 iteraciones, se tomaron en cuenta cada uno de los 1=10000 puntos
(k,y) v se fue realizando la suma iterativa para encontrar el trabajo estocastico West. Asimismo, se calculd
y grafico: el promedio y desviacion estandar del trabajo estocastico Wes junto al trabajo 6ptimo W dado

por las ecuaciones vistas en las secciones que definian cada uno de los procesos.
Tomando en cuenta lo anterior, se muestran los resultados para: la compresion isotérmica en la Figura 8, la

compresion adiabatica en la Figura 9, la expansion isotérmica en la Figura 10 y la expansion adiabatica en

la Figura 11.
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Distribucién trabajo estocastico

TT
—— Promedio: W =-0.032 + 0.964
-—- Optimo: W = -0.247
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Figura 8: Distribucion del trabajo estocéstico Weg, para la compresion isotérmica. Ademaés, se presenta el
trabajo estocéstico promedio (W) con una linea roja, mientras que el trabajo 6ptimo W se denota con una
linea punteada azul. Por ultimo, en la leyenda de la grafica se pueden ver los valores calculados para el
trabajo estocastico promedio (W) y el trabajo 6ptimo W.

Distribucién trabajo estocastico

—— Promedio: W = -0.236 + 0.749
—-—- Optimo: W = -0.400
200 4

—
u
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Repeticiones
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o
L
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Westocastico

Figura 9: Distribucion del trabajo estocéastico Weg para la compresion adiabatica. Ademaés, se presenta el
trabajo estocastico promedio (W) con una linea roja, mientras que el trabajo 6ptimo W se denota con una
linea punteada azul. Por ultimo, en la leyenda de la grafica se pueden ver los valores calculados para el
trabajo estocastico promedio (W) y el trabajo 6ptimo W.
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Distribucién trabajo estocastico

—— Promedio: W= 0.062 = 0.571
——- Optimo: w=0.193

200 A

150 1

100 4

Repeticiones

50 1
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Figura 10: Distribuciéon del trabajo estocastico Weg para la expansion isotérmica. Ademas, se presenta el
trabajo estocéstico promedio (W) con una linea roja, mientras que el trabajo 6ptimo W se denota con una
linea punteada azul. Por ultimo, en la leyenda de la grafica se pueden ver los valores calculados para el
trabajo estocastico promedio (W) y el trabajo 6ptimo W.

Distribucién trabajo estocastico

—— Promedio: W = 0.199 + 0.847
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Figura 11: Distribucion del trabajo estocastico West para la expansion adiabatica. Ademas, se presenta el
trabajo estocastico promedio (W) con una linea roja, mientras que el trabajo 6ptimo W se denota con una
linea punteada azul. Por ultimo, en la leyenda de la grafica se pueden ver los valores calculados para el
trabajo estocastico promedio (W) y el trabajo 6ptimo W.
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De la Figura 8 hasta la Figura 11 se puede apreciar que el trabajo estocastico promedio (W) y el trabajo
optimo W comparten el mismo orden de magnitud. Por otro lado, se puede apreciar que el intervalo en el
cual se encuentra el trabajo estocéstico promedio (W) coincide con el trabajo 6ptimo W. Sin embargo, es
de resaltar que el trabajo estocastico promedio (W) presenta una alta dispersion, dada muy posiblemente al

bajo niimero de iteraciones cant consideradas.
Adicionalmente, se realizo la Figura 12, la cuél presenta la varianza optima §(s) y el valor medio (y) para
cada uno de los procesos que componen al ciclo. Es relevante indicar que la Figura 12 complementa la

informacion inicial de la Figura 3 la cudl se encuentra en la secciéon 2.3.3.

Ciclo irreversible con base en el de Carnot

2.751

2.50 1

2.25 1

2.00 1

1.75 1

1.50 A

1.25 A

1.00 1

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura 12: Ciclo irreversible con base en el ciclo de Carnot considerado en el plano termodinamico (k,y). En
rojo se grafico los procesos isotérmicos y en verde los procesos adiabéaticos. La linea solida indica la varianza
optima 7(s) en funcion de la rigidez 6ptima £(s) y los puntos denotan el valor medio (y) simulado en funcién
de la rigidez 6ptima &(s). Es preciso sefialar que los puntos siguen un paso de 200 a comparacion de la
cantidad total de puntos [ = 10000.

Por dltimo, en la Figura 13 se presenta el trabajo estocéstico total West tor del ciclo, el cudl se obtuvo al
sumar todos los trabajos estocésticos de cada uno de los procesos que componen al ciclo. De la misma
manera, se calculd y grafico: el promedio y desviacion estandar del trabajo estocastico total (Wiet) junto al

trabajo 6ptimo total Wiot.-
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Distribucién trabajo estocastico del ciclo
T
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Figura 13: Distribucion del trabajo estocéstico total West 1ot Para el ciclo irreversible con base en el ciclo de
Carnot. Ademaés, se presenta el trabajo estocéstico promedio total (W;e) con una linea roja, mientras que
el trabajo 6ptimo total Wiot se denota con una linea punteada azul. Por ultimo, en la leyenda de la grafica
se pueden ver los valores de cada una de las variables anteriores.

De la Figura 13 se puede apreciar nuevamente que el trabajo estocastico promedio total (W;et) v el trabajo
optimo total Whot comparten orden de magnitud. De la misma forma, se puede apreciar que el intervalo
en el cudl se encuentra el trabajo estocastico promedio total (Wiet) coincide con el trabajo optimo total
Wiot. Sin embargo, es de resaltar que el trabajo estocastico promedio total (W) también presenta una alta

dispersion, dada probablemente por el bajo nimero de iteraciones cant consideradas.

4. Conclusiones

En este proyecto se caracterizo y simulé una maquina térmica mesoscopica que opera con un ciclo irreversible
basado en el ciclo de Carnot, donde esta se compone de una particula browniana en un medio mesoscopico
atrapada en un potencial mediante unas pinzas 6pticas. Para ello, se familiarizé y desarrollé el marco tedrico
para comprender el tratamiento fisico y matemético que involucra el estudio de maquinas térmicas mesos-
copicas. Con este objetivo en mente, se present6é un resumen detallado de: el proceso que permite establecer
el concepto de proceso estocéstico; el como se puede comprender las fluctuaciones térmicas de una particula
browninana mediante el estudio de la fuerza aleatoria térmica, la cual es un proceso estocastico; los conceptos

necesarios y los protocolos considerados [4] para poder construir una maquina térmica mesoscopica que opere
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con un ciclo irreversible basado en el ciclo de Carnot. Una vez elaborado todo el marco teérico, se procedid
a describir el codigo realizado, con vistas en obtener resultados a partir de la propia simulacién realizada
y del contraste con los valores teodricos de las variables simuladas. Se evidenci6é que las simulaciones fueron
acorde a los valores 6ptimos dados por el protocolo de la maquina térmica mesoscopica. Sin embargo, estos
presentaban una variabilidad considerable, resultado de considerar un ntmero de iteraciones cant = 1000
no muy alto. Por ultimo, se calcul6 el trabajo estocastico W, para cada uno de los procesos que componen
el ciclo y para el ciclo en su totalidad, permitiendo obtener, consecuentemente, el valor del trabajo medio
(W) para cada uno de los procesos y el valor del trabajo medio total (W) del ciclo. Para verificar la
validez de los calculos anteriores, se determiné el trabajo 6ptimo W de cada uno de los procesos y trabajo
optimo total Wie del ciclo. Esto permitié evidenciar que los resultados obtenidos mediante la simulacion
coinciden con los valores tedricos. No obstante, nuevamente los trabajos medios obtenidos presentaban una
alta variabilidad muy probablemente a causa de considerar un niimero de iteraciones cant = 1000 no muy

alto.
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