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Resumen: Una comprobacion teérica y computacional de los teoremas de Yang Lee aplicados
al modelo de Ising fue realizada para una cadena de espines y una red cuadrada de espines. Fue
posible comprobar analiticamente y graficamente que en el modelo de Ising en una dimensiéon no
existen transiciones de fase, mientras que para el modelo de dos dimensiones fue posible comprobar

—2J
graficamente que si existe una transiciéon de fase al rededor de x = eXTc = 0,1715 como lo reporta

la literatura.

I. INTRODUCCION

El modelo de Ising ha sido ampliamente estudiado
desde que fue propuesto en 1920 por Wilhelm Lenz pa-
ra su estudiante Ernst Ising. Inicialmente, fue pensado
para estudiar cambios de fase en materiales ferromag-
néticos, cuatro anos después, en 1924 Ising lo resolvid
en una dimensiéon usando el método de la matriz de
transferencia, encontrando que no existian transiciones
de fase [I]. Veinte afios mas tarde, Lars Onsager logra-
ria resolver el modelo en dos dimensiones, demostrando
que existe una transicion de fase ferromagnética [2].

El hamiltoniano del modelo de Ising trata las interac-
ciones de espin entre primeros vecinos con una energia
de interaccion J de una forma altamente anisotrépica,
es decir, solo en una coordenada S7, ademés, modela la
interaccion de los n espines con un campo externo h de
la siguiente manera:

H:—JZS;S;—hiS; (1)
Cisgy i=1

Posteriormente, en 1952, los famosos fisicos Yang
Cheng-Ning y Tsung-Dao Lee, postularon su teoria es-
tadistica de transiciones de fase para estudiar el modelo
de Ising y otros sistemas afines como el modelo de gas
en red [3]. En su teoria presentan tres teoremas que aco-
tan el comportamiento de la funcion de particion gran
canodnica en el limite termodindmico (ntumero de par-
ticulas y volumen tendiendo a infinito). El objetivo de
este articulo es presentar las ideas de Yang y Lee aplica-
das al modelo de Ising en una y dos dimensiones. Para
el caso de una dimension, se realizara la solucién anali-
tica de los ceros de la funcién de particién mediante el
método de matriz de transferencia. Para el modelo de
dos dimensiones, se presentard un planteamiento teérico
inicial del hamiltoniano y de la matriz de transferencia,
para posteriormente encontrar los ceros de la funcién
de particion numéricamente. Se explorara la posibili-
dad de calcular transiciones de fase debido al rapido
escalamiento de la complejidad computacional con la
dimensionalidad del sistema.

II. TEORIA

Supongamos que tenemos un gas general monoatomi-
co con interaccion U = Y u(r;;) donde r;; es la distancia
entre el i-esimo y el j-esimo Atomo. La interaccion entre
atomos es de la siguiente forma:

= Nicleo impenetrable de radio a, u(r) = oo para
r<a

» Rango finito b, u(r) = 0 para r < b
= u(r) nunca es —o0

Con este gas en mente, los teoremas de Yang Lee
tratan las discontinuidades de las funciones termodiné-
micas como presion y densidad en las transiciones de
fase y las relacionan con las raices de la funcion de par-
ticiéon cuando es un polinomio de la fugacidad, asi:

N QN N
Zg = =y (2)
= 2

Donde Zj es la funcién de particién gran canénica del
gas, y es la fugacidad, @y es la integral de configuraciéon
de la funcion de particion y n es el nimero de particulas
no fijo del sistema. De esta forma, se puede ver que la
funcion de particién es un polinomio de la fugacidad de
grado n con n raices complejas.

A. Teoremas de Yang & Lee

Teniendo en cuenta lo anterior, comenzaremos enun-
ciando y explicando los tres teoremas de Yang & Lee.

1. Teorema I

Si la forma del volumen del gas es lo suficientemente
suave como para que su area no aumente mas rapido que
V2/3 en el limite termodinamico, la presion no depende



de la forma del volumen y es una funcién monotomica-
mente creciente y continua de la fugacidad para todo
valor real de y, es decir, el limite,

Vhlnoo % In(Z,) existe y no depende de la forma de V
3)
Esto lo podemos observar de las funciones termodi-
namicas del gran potencial Q@ = F—uN = —KT'In(Z,),
p= % dado que €2 es extensivo porque depende del nu-
mero de particulas, en el limite termodinamico Q = Vw

. KT In(Z
entonces p = limy _,o #

2. Teorema 2

Si en el plano complejo de la fugacidad y existe una
region R que contiene un segmento del eje real positivo y
esté libre de raices de la funcion de particion, la presion
converge analiticamente a su limite y la densidad es una
funcién continua y creciente de y. Es decir, los limites:

P 3 1
KT~ 7 (%)

<N>_ _ 0
VT T sy ()

Existen y se acercan a limites analiticos respecto a vy,
donde (V) es el nimero de particulas promedio y v es el
volumen intensivo o por particula. Ademas, las opera-
ciones de limite y derivada son intercambiables debido a
la convergencia uniforme. Si Fiy () = limy_,o - In(Zy),
una fase se define paramétricamente como:

P (N) 1@ o P
A i L Ot e e

Imaginemos que en el espacio complejo y solo existe
una regiéon R, entonces el sistema solamente estara en
una fase.

Zy

P) 1/v P(v)

Figura 1. Se observa el comportamiento de las funciones
termodinamicas cuando solo existe una regién en el plano
complejo de la fugacidad z que contiene al eje real positivo.

Sin embargo, si no se cumplen las condiciones del teo-
rema 2, es posible que a cierta temperatura las infinitas
raices del polinomio se acerquen infinitesimalmente al
eje real en y = yo, tal que no puede existir una region R
como la descrita anteriormente, entonces en ese punto
existe una transicion de fase, porque la presion es con-
tinua, pero su derivada, la densidad no necesariamente
es continua.
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Figura 2. Se observa el comportamiento de las funciones ter-
modindmicas cuando existen dos regiones en el plano com-
plejo de la fugacidad z que contienen al eje real positivo.

Asi, también podriamos hablar de una transicion de
fase de segundo orden, si la densidad es continua en el
punto yg, pero su derivada no lo es.

8. Teorema 8

El tercer teorema establece que las funciones de par-
ticion del modelo de gas en red y sistemas equivalentes
como el modelo de Ising, tienen sus ceros sobre el circulo



unitario del plano complejo y, lo que permite estudiar
de forma sencilla la distribucién angular de las raices y
su comportamiento al variar la temperatura.

B. Modelo de Gas en Red

Yang & Lee establecieron en su teoria una relacion de
equivalencia entre el modelo de gas en red y el modelo
de Ising, para poder usar como ejemplo los recientes
avances analiticos realizados por Onsager y aplicarlos
al modelo de gas en red para ejemplificar su teoria. Por
esta razon, el estudio del gas en red es importante para
comprender los teoremas de Yang Lee.

El modelo de gas en red es un sistema monoatémico
en el que los 4tomos se mantienen fijos en un sitio de la
red, o el sitio esté vacio. El sistema es relevante porque
en el limite termodinamico, sus funciones termodinami-
cas tienden a las del gas real. Se asume que la red es
una red cuadrada, es decir, tenemos un niimero de coor-
dinacion igual a 2d donde d = 1,2, 3 es la dimensién del
modelo. Para que los 4tomos no ocupen un mismo lugar
en la red, éstos poseen una interaccion de la forma:

o Si los 4tomos estan en el mismo sitio
—2¢ Si los dtomos son primeros vecinos
0 De lo contrario

u(r) =

Note que la energia de interaccion es de la forma del
gas que se us6 para los teoremas de Yang & Lee. Si
€ > 0 entonces los atomos se van a atraer a distancias
cortas, si € < 0, se van a repeler. Asi, se puede definir
una variable binaria para cada sitio, para definir si estéa
lleno o vacio (con € > 0):

p_ 1 Si el sitio esté lleno
710 Si el sitio esta vacio

De esta forma, la energia del modelo de gas en red es
de la forma

Hgay —puN = — . 2ePPj — > uP; (4)
b5 @

C. Modelo de Ising y Gas en red

Ahora podemos explorar la equivalencia entre el mo-
delo de Ising y el modelo de gas en red. Para esto, haga-
mos las siguientes definiciones generales para el modelo
de Ising en cualquier dimension real.

[1] = Numero de espines hacia arriba
[l] = Namero de espines hacia abajo
[11] = Numero de parejas de vecinos de espines
apuntando hacia arriba
[ll] = Numero de parejas de vecinos de espines
apuntando hacia abajo
[tl] = Ntumero de parejas de vecinos de espines

antiparalelos

Se cumplen las siguientes relaciones para el modelo
de Ising en una red cuadrada de espines:

2[11] + [N] = 2d[1] (5)
2[U] + [N] = 2d[1] (6)

Donde d es la dimension del modelo. Observemos que
el namero total de espines esté relacionado con el volu-
men del gas (numero de sitiosxvolumen del atomo) y
el nimero de espines abajo se pueden relacionar con el
namero de 4tomos en el gas (sitios ocupados), asi [||] es
el nimero de primeros vecinos en el gas en red, entonces
la funcion de particiéon en términos de parametros del
modelo de Ising es:

efmr = 3120 1]

Donde p es la presion, 8 = 1/KT y n es el namero
de sitios en la red. Ahora, para establecer la relaciéon
entre el modelo de Ising y el de gas en red, escribimos
la funcion de particiéon de el modelo de Ising con esta
notacion:

eI S =B [1)=47I1)

eI 3 (=147 (2] -2[L))

enF _ =21+ =207 (1] [W)
F=h) _ S (=20 T =201 (7)

Comparando, p = F —h y y = e~ 2P(0+Jd) " con esta

informacion, resumimos las caracteristicas mas impor-
tantes de los modelos y sus relaciones en la siguiente
tabla,



Modelo de Ising Modelo de gas en red
n=[1]+[l] Volumen del gas
[L] Numero de atomos en el gas
[L] Nimero de atomos primeros vecinos
P F—h
IEM Densidad p = 2
y o—28(h+7d)

Cuadro I. Se observan las equivalencias entre los modelos de
Ising y gas en red. M es la magnetizacion en el modelo de
Ising.

Adicionalmente, notemos que hay una relaciéon entre
las variables dicotomicas de los modelos de la forma
S; = 1—2P;, cuando S; = —1, P; = 1 (El ntmero de
espines abajo equivale al nimero de atomos en el gas)y
cuando S; =1, P, = 0.

D. Matriz de transferencia y modelo de Ising 1D

Con este marco teodrico anterior, comenzamos a ex-
plorar el modelo de Ising en una dimension, su funcion
de particion (que depende de n, T, h) se escribe a con-
tinuacion

JEICH IS S;S8Z+h3r , 87)

De esta forma, tomamos la interaccion entre todos los
primeros vecinos con S;S;4+1. Sin embargo, hace falta
considerar los extremos, siendo asi, asumimos condicio-
nes de contorno periodicas de la forma S, 11 = S;. Esto
lo tinico que dice es que el ultimo elemento de la cade-
na, interactta con el primero, formando una especie de
malla circular.

Tomemos el factor dentro de la productoria como un
factor que depende de los espines, es decir

Zg: Z Z HTSiSi+1

S1=x1 Sp=+1i=1

Ahora, podemos realizar las siguientes agrupaciones y
notar que tenemos m productos de matrices, donde

Ts;s,,, es el elemento matricial de una matriz 7T'.

Zg =

( Z T5152T5253> TSBS4~~TS7ISI
S1=+183=+1 Sp=%1 \Sz2=+1

= Z Z Z (Z T§153T53S4> TS4S5-~~TS,LS1

S1=%184=+1 Sp=%1 \S2=%1

_ n
- Z TShSl

Si=+1
=Tr(T")

Ademas, la funcién de particiéon se pudo escribir como
la traza de esta misma matriz. Notemos que para el
caso de dos espines cualquiera en una dimension, Ty, s, ,
solo toma cuatro valores, cuando los dos espines estédn
arriba, las dos combinaciones antiparalelas y cuando los
dos espines estan abajo, asi, la matriz T, llamada matriz
de transferencia, queda,

B(J+h)  B(=J+h)

T — T++ T+_ _ € € (8)
T . T__ e~ B(J+h)  B(J—h)

Dado que la traza es un invariante ante diagonaliza-

cion, podemos diagonalizar la matriz T' y en la diagonal
quedaran los valores propios, es decir que,

Zy=Tr(IT") = A" + A" 9)

Realizando el célculo de los valores propios de la ma-
triz, obtenemos

Ay =P <cosh(5h) + \/sinhQ(ﬂh) - e—4/3J> (10)

El propésito es calcular la magnetizacion para ver
que no existen cambios de fase espontaneos, es decir a
campo h = 0. Para esto, primero calculamos la energia
libre de Helmholtz.

BF = —In(Z,) = —nln(\,) — 111(1 + <;+>n)

F~ _%m(m)

Notemos que en el limite termodinamico, la energia libre
de Helmholtz solo requiere el valor propio més grande.
Para hallar la magnetizacion:

oF
M==%



Después de realizar el calculo, la magnetizacion queda
proporcional a sinh(Sh). Al hacer el limite cuando h
tiende a cero, la magnetizacion da cero, es decir que no
existe una transicion de fase esponténea.

Ahora nos proponemos a comprobar esto usando los
teoremas de Yang&Lee. Sabemos que la funcion de par-
ticién se puede escribir:

Zg _ 2 Heﬁ(JSiSi+1+hSi) (11)
S

1.8, i=1

Ahora queremos poner esta funcion de particiéon en tér-
minos de la fugacidad. Recordando la ecuacion [7], de-
finimos ¢ = e 28/ y 2z = ¢ 2P" tal que con d = 1,
y = e 2P(+) — 22 Veamos que la funcion de parti-
cion se puede escribir como un polinomio de grado n de
la variable z con coeficientes funciones de z. El truco es
factorizar el término mas grande de la matriz, esta es
la componente 177, asi:

n
Z, = eBn(J+h) Z Heﬁ(J(SiSiH*th(Si*l))
S1...8, =1

Recordando que S; = 1—2P;, podemos hacer ese cambio
de variable en la anterior ecuacioén y obtener:

n
Z, = hnten 2 1_[6—25J(P¢+P¢+1—2PiP,-+1)e—2ﬁhPi
PP, i=1
n
= Pn(J+h) Z nxP£+Pi+1_2PiPi+lzpi
Py...P, i=1
n
_ Bn(J+h
_ o 5 [t
Py...P, i=1
_ eﬁn(JJrh)P(Z)

(12)

Ahora el objetivo es encontrar los ceros del polinomio
P(z), para esto aplicaremos la misma técnica de funcion
de transferencia para obtener P(z)

T— T11 T10 _ zZ Xz
To1 Too z 1

Encontramos los valores propios de la matriz de trans-
ferencia,

(13)

(1+2) /(1 +2)2 —42(1 — 22)
2

A+ = (14)

Como son solamente dos valores propios, se puede resol-
ver la ecuacién analiticamente teniendo en cuenta que
tenemos n ceros, asi

N N

AN = AN

Ay = A_etn@H) ke (1,23 ..,n—1}
1+e““)2

(14 26)* = (1= 2)* — 42%2) (1 — ik

Se llega a la siguiente ecuacién para los ceros:

l(z’f +2;") = —2® + (1 — 2?) cos <(2k;;1)7r>

3 (15)

De la anterior ecuacién, se puede mostrar que los ceros
deben estan en el circulo unitario, esto nos lleva a que
|zk] = ‘z,;l‘ = 1, entonces z, = €% y z,;l = e % por
lo tanto,

cos(fy) = —2* + (1 — z?) cos <(2k;:1)7r> (16)

E. Modelo de Ising 2D

Para estudiar el modelo de Ising en 2D consideramos
una red cuadrada n x n, es decir con n filas y columnas.
Nuestra idea es volver a usar la técnica de matriz de
transferencia, sin embargo, ahora debemos iterar sobre
dos indices, el numero de fila, y el nimero de espin
asociado a la fila. Definimos, u, como el conjunto de
coordenadas de espin de la fila a—esima:

Ha = {Sly 527 ceey Sn}a

Para volver a tener condiciones de frontera periodicas,
asumimos fi,+1 = p1 y para todo n, S,41 = Sp. Asi
entonces, la configuracion completa de la red, se espe-
cifica con {1, g, ..., @, }. Como el modelo de Ising solo
supone interaccién con primeros vecinos, la tnica inter-
accion nueva es la de cualesquiera dos filas adyacentes,
es decir, se supone que la fila « solo interactia con la fi-
la a—1ylafila a+1. Asi entonces, definimos la energia
de interaccion entre las filas o y a+1 como E(fiq, fra+1)
y E(ua) como la energia de interaccion de los espines
dentro de la fila a y con el campo externo. Entonces
para cualquier par de filas adyacentes p y '

(17)

E(u,p')=—-J Zn: Sk Sk (18)

k=1
E(n) = =J ) SkSkp1—h Y. Sk (19)
k=1 k=1

Asi, entonces la energia total de configuracion queda

Br(a1, 02w n) = 3 [Bltas pas) + Blpra)] (20)

a=1



La funcién de particién queda:

n
Zg _ Z neB(JSkSk/+JSkSk+1+hSi)

Q1,0 =1

(21)

Similarmente al modelo en una dimension, la funciéon
de particién es una multiplicacion de elementos matri-
ciales (u|P|p'y = ePVSw+ISkSkt14h5:) de 1a matriz
P sumados.

Zg = Z (pal Plpzy {p2|Plus) - {pn| Plua)
Q1 ,y...,0lp
27L
= > [Py = Tr(P™) = 3T A2
a1 a=1

Como se observa, la matriz tiene 2" valores propios,
es decir que es una matriz 2" x 2", esto tiene senti-
do si pensamos que 2" son las posibles combinaciones
de espines en una sola fila, y la matriz tiene en total
2™ x 2™ posibles combinaciones entre las configuracio-
nes de dos filas. Esto pone una restriccion en el sentido
computacional pues el tamano de la matriz escala expo-
nencialmente y obtener los valores propios y solucionar
el polinomio de grado n se vuelve cada vez mas comple-
jo computacionalmente, esto se explora en la siguiente
seccion.

III. CALCULOS NUMERICOS

A. Modelo de Ising 1D

Se realiz6 una exploracion grafica de la distribucion
de los ceros de la funcién de particiéon con la ecuaciéon
[I6] los resultados se pueden ver a continuacion:

000{ ¢ n=5x=08 000{ ¢ n=5x=001

o -075 050 025 0% o3 0% o5 160 o 075 05 025 0w 03 0% o5 100

000 n=20,x=07 000 n=20x=02

T 075 0% 05 ok 0B ok o 1k 0 075 s 025 ot o35 0% 0% 100

Figura 3. En las figuras a) y b) se observan los ceros para
n = 5 para x grande y x pequeno respectivamente. En las
figuras c¢) y d) se observa algo similar pero para n = 20

Podemos observar que los ceros se separan mas cuan-
do x es pequeno, cuando el nimero de ceros aumen-
t6, estos se van repartiendo casi equitativamente en el
circulo unitario. Todavia no se aprecia que los ceros se
cierren hacia el eje real positivo, pero si se aprecia que
se acercan.

n=50,x=069 000 n=50x=01

000 n=100.x=09 000 n=100,x =005

s T—s a4

0 075 05 025 000 03 0% o5 100 0 075 s 025 o 035 0% o075 100

Figura 4. En las figuras a) y b) se observan los ceros para
n = 50 para x grande y x pequeno respectivamente. En las
figuras c¢) y d) se observa algo similar pero para n = 100

Lo observado anteriormente se incrementa bastante,
a temperatura igual a cero o x = 0, los ceros se cierran



hacia el eje real positivo.

000 = 100000, x = 0.99 000 N =100000, x = 0.75

oo 075 050 025 o0b0 o035 030 o015 100 0 075 0% 025 00 03 0% o5 100

000 n=100000,x =05 000

= 100000, x = 0.02

o0 075 o5 025 o0 035 00 o5 100 o 075 050 -025 00 035 0 o5 100

Figura 5. En todas las figuras se observa una progresién de
x desde 1 hasta 0 para el n que mas se acerca al limite
termodinamico.

En el limite termodinamico hay tantos ceros, que se
puede observar que se cierran a temperatura cero, pero
que no tocan el eje real positivo. Esto nos indica que no
existen transiciones de fase a una temperatura finita y
diferente de cero en campo cero.

B. Modelo de Ising 2D

Inicialmente, calculamos en Mathematica la matriz
de transferencia del modelo de Ising en 2D, sin ningin
cambio de variable, a continuacién el ejemplo de n = 3:

@3h+63  g3h+43  3h+4d  3h+23  3h+4)  3h+2] 302D e3h
eh eh+23 eh-22 eh eh-22 eh eh-43 eh-22
eh eh-27 eh+23 eh eh-23 eh-43 e eh-23

eh-23 eh eh e h+23  g-h-43  -h-23  -h-23 eh
eh eh-23 eh-23 eh-43 eh+23 eh eh eh-23

e h-23 e eh-43  g-h-23 e e h+23  g-h-23 e

e h-23 g-h-43 eh eh-23 eh eh-23  g-h+23 eh

e 3N g73h+23 -3h423 -3h+43 -3h+23 -3h+4] -3h+4] -3h+6D

Figura 6. Matriz de transferencia

Sin embargo, para dejarlo en términos de las varia-
bles x y z, se hizo algo similar para obtener la ecuaciéon
pero con la respectiva dimensionalidad del sistema,
obteniendo

n
/ _pP.—
<,LL‘P‘/,L > _ en(2]+h) | | ka/+Pk+1+2Pk(l Py Pk+1)zpk
k=1
(22)
El ejemplo de n = 3 se muestra a continuacion:
x? X x? x? x?
x*z x* x*z Xz x'z Xz x°z x'z
Szox* x’z x*z x*'z x°z x*z x*z
4,2 X3 ZZ X3 ZZ XZ ZZ x5 ZZ X4 ZZ X4 ZZ X3 ZZ
3 X4 4Z XSZ 2Z XBZ XBZ XAZ
X4 2 X3 ZZ 5,2 X4 ZZ 3 ZZ XZ ZZ X4 ZZ X3 22
4 2 XS 22 X3 22 X4 22 X3 22 X4 ZZ X2 ZZ X3 ZZ
72 x*72 X7 xz x*z2° xz2* xz2 7°

Figura 7. Matriz de transferencia

Posteriormente, se realizd el proceso de multiplicar
las matrices de transferencia n veces ya que Mathema-
tica no obtenia expresiones analiticas para los valores
propios de la matriz. Este proceso fue posible realizarlo
hasta n = 6 (2" = 64), puesto que con n mas grandes
se excedia el tiempo de computo permitido. Asi, obtu-
vimos la traza de la matriz y encontramos los ceros de
la funcién de particion. Se realizé un estudio alrededor
de la temperatura critica reportada por la literatura [4]
eKT{c = /2 — 1 entonces z, = (\/§ —1)2 ~ 0,17157 A

continuaciéon se muestran los resultados.

-1 05 05 10 -0 05 05 1o

d)

Figura 8. Todas las figuras fueron hechas para n = 6, la
figuraa) x = 0,17157, b) = = 0,3431, c)z = 0,5147 d)0,85786

Observamos que los ceros estan en el circulo unitario
como predice el teorema 3 de Yang & Lee, ademas, po-
demos observar que a medida que el valor de = se aleja



de z. los ceros se alejan del eje real positivo. Sin em-
bargo, ya que la temperatura es cercana a x = 0, falta
precision por el lado izquierdo, es decir, pruebas reali-
zadas con x < x. no observan muchos cambios respecto
a r = x., como se observa en la siguiente figura.
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Figura 9. Ceros de la funciéon de particion para n = 6 y
x = 0,08578

Si fuera posible aumentar el n tal vez veriamos un
pequeno retroceso en los ceros antes de que vuelvan a
cerrarse al rededor del eje cuando = = 0. Sin embargo, se
pudo comprobar que existe una transiciéon de fase en el
modelo de Ising en dos dimensiones a una temperatura
diferente de cero y a campo cero.

IV. CONCLUSIONES

= Fue posible comprender los modelos de Ising en
una y dos dimensiones, su relaciéon con el mode-
lo de gas en red y los teoremas de Yang y Lee,
asi como la aplicaciéon de la técnica de matriz de
transferencia para sus funciones de particion.

= Fue posible comprobar graficamente que los teo-
remas de Yang Lee se cumplen para el modelo de
Ising.

= Fue posible determinar analitica y graficamente
que el modelo de Ising en una dimensién no posee
transiciones de fase a campo cero y a temperatura
finita diferente de cero.

= Fue posible comprobar computacional y grafica-
mente que el modelo de Ising en dos dimensiones
posee una transicion de fase a campo cero y a
temperatura finita diferente de cero al rededor de
x = 0,17157
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